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KOMPLEKS O’ZGARUVCHILI FUNKSIYALARNING INTEGRALINI 

TOPISH 

 

Abdullayev Sarvar Anvar oʻgʻli 

Buxoro davlat Pedagogika instituti Aniq fanlar kafedrasi oʻqituvchisi 

abdullayevsarvar@buxdpi.uz  

 

Annotatsiya Bu ish asosan kompleks o’zgaruvchili funksiyalarni integrallashni 

o’rganishdan iborat bo’lib, dastlab kompleks o’zgaruvchili funksiya integrali 

tushunchasiga tariflar berilgan va ushbu tariflarga doir bir nechta misollar ishlab 

ko’rsatilgan. 

Kalit so’zlar: To’g’rilanuvchi chiziq, uzluksiz funksiya, silliq chiziq, soha, 

Jordan chiziqlari, golomorf. 

Abstract: This work mainly consists of studying the integration of functions 

with complex variables, and at first, tariffs are given to the concept of integration of 

functions with complex variables, and several examples of these tariffs are shown. 

Key words: Rectifying line, continuous function, smooth line, sphere, Jordan 

lines, holomorph. 

Tekislikdagi Г  to’g’rilanuvchi chiziqda )(zfw =  bir qiymatli funksiya berilgan 

bo’lsin. Г chiziqning boshlang’ich   nuqtasidan oxirgi   nuqtasiga qarab uzluksiz 

harakat qilinganda ketma-ket uchraydigan ∀𝛼 = 𝑧0, 𝑧1, … , 𝑧𝑛 = 𝛽 nuqtalarni olamiz 

va quyidagi integral yig’indini tuzamiz: 

∑𝑓(𝑧𝑘)(𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘)  (1)

𝑛−1

𝑘=0

 

Ã  chiziqning 𝑧𝑘  va 𝑧𝑘+1  nuqtalarini tutashtiruvchi qismini kS ,uning uzunligini 

esa kdS  bilan belgilaymiz. 

mailto:abdullayevsarvar@buxdpi.uz
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1-Ta’rif. Agar 𝑚𝑎𝑥 𝑑 𝑆𝑘 → 0
0≤𝑘≤𝑛−1

 da (1) yig’indi {𝑧𝑘}𝑘=0
𝑛  nuqtalarning tanlanishiga 

bog’liq bo’lmagan holda aniq chekli limitga intilsa, u holda )(zf  funksiya Г  chiziq 

bo’yicha integrallanuvchi deyiladi. Bu limitning qiymatiga )(zf  funksiyaning Г  

chiziq bo’yicha integrali deb ataladi va u 

∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 𝑙𝑖𝑚
𝑚𝑎𝑥𝑑𝑆𝑘→0
0≤𝑘≤𝑛−1

Г

∑𝑓(𝑧𝑘)(𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘)

𝑛−1

𝑘=0

 

kabi belgilanadi. 

1-Teorema. Agar )(zf  funksiya Г  to’g’rilanuvchi chiziqda uzluksiz bo’lsa, u 

holda 
Г

dzzf )(  integral mavjuddir. 

Isbot. Buning uchun quyidagi belgilashlarni kiritamiz: 

𝑧𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝑖𝑦𝑘 , 𝑓(𝑧𝑘) = 𝑢(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) + 𝑖𝑣(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) = 𝑢𝑘 + 𝑖𝑣𝑘, 

𝛥𝑧𝑘 = 𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘 = 𝛥𝑥𝑘 + 𝑖𝛥𝑦𝑘 . 

U holda (1) yig’indi quyidagicha ifodalanadi. 

∑𝑓(𝑧𝑘)(𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘) = ∑(𝑢𝑘 + 𝑖𝑣𝑘)(𝛥𝑥𝑘 + 𝑖𝛥𝑦𝑘) =

𝑛−1

𝑘=0

𝑛−1

𝑘=0

 

= ∑ (𝑢𝑘𝛥𝑥𝑘 − 𝑣𝑘𝛥𝑦𝑘) + 𝑖 ∑ (𝑣𝑘𝛥𝑥𝑘 + 𝑢𝑘𝛥𝑦𝑘)
𝑛−1
𝑘=0

𝑛−1
𝑘=0  (2). 

Bu (2)  ifodaning haqiqiy qismi va mavhum qismining koeffisenti haqiqiy 

analizda o’rganilgan ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
Г

 ko’rinishdagi ikkinchi tur egri chiziqli 

integrallarning integral yig’indilaridir. Agar 𝑃(𝑥, 𝑦)  va 𝑄(𝑥, 𝑦)  funksiyalar Г  

to’g’rilanuvchi chiziqda uzluksiz bo’lsa, u holda bunday integral mavjuddir. Teorema 

shartiga ko’ra 𝑢(𝑥, 𝑦)  va 𝑣(𝑥, 𝑦)  funksiyalar to’g’rilanuvchi Г  chiziqda uzluksiz 

bo’lganligi uchun bu yerdan 𝑚𝑎𝑥 𝑑 𝑆𝑘
0≤𝑘≤𝑛−1

→ 0 da (2) tenglikning o’ng tomonidagi har 
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bir yig’indining mos ravishda aniq chekli ∫ 𝑢𝑑𝑥 − 𝑣𝑑𝑦
Г

 va ∫ 𝑣𝑑𝑥 + 𝑢𝑑𝑦
Г

 limitlarga 

intilishi kelib chiqadi. Demak, (2) ning chap tomoni ham aniq chekli limitga ega va 

bu limit quyidagiga teng: 

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
Г

= ∫ (𝑢𝑑𝑥 − 𝑣𝑑𝑦)
Г

+ 𝑖 ∫ 𝑣𝑑𝑥 + 𝑢𝑑𝑦
Г

 (3). 

1-teorema isbot bo’ldi. 

Integralni hisoblash.(3) formula quyidagicha yozilsa yaxshi esda saqlanadi: 

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
Г

= ∫ (𝑢 + 𝑖𝑣)(𝑑𝑥 + 𝑖𝑑𝑦)
Г

 (31). 

Bu integralni hisoblash maqsadida Г  chiziqni silliq va )(),( btatzz =  

tenglamaga ega desak,(31) dan quyidagiga ega bo’lamiz: 

∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧
Г

= ∫ {𝑢[𝑧(𝑡)
𝑏

𝑎

] + 𝑖𝑣[𝑧(𝑡)]}{𝑥′(𝑡) + 𝑖𝑦′(𝑡)}𝑑𝑡 = ∫ 𝑓[𝑧(𝑡)]
𝑏

𝑎

𝑧′(𝑡)𝑑𝑡 = 

= ∫ 𝑅𝑒{ 𝑓[𝑧(𝑡)]
𝑏

𝑎
𝑧′(𝑡)}𝑑𝑡 + 𝑖 ∫ 𝐼𝑚{ 𝑓[𝑧(𝑡)]𝑧′(𝑡)}𝑑𝑡

𝑏

𝑎
 (4). 

(4) formulaga ko’ra kompleks funksiya integralini hisoblash masalasi haqiqiy 

funksiyalarning odatdagi aniq integrallarini hisoblashga keltirilar ekan. 

1-Misol. 
=− −Raz az

dz
 integral hisoblansin. Bu yerda Raz =−  aylana soat 

strelkasiga teskari yo’nalishda o’tiladi. 

Yechish. Aylana silliq chiziq bo’lib, uning parametrik tenglamasi 

)20(,Re += taz it  dan iborat. dtidttzdz itRe)( ==  bo’lganligidan (4) ga asosan 

∫
𝑑𝑧

𝑧−𝑎|𝑧−𝑎|=𝑅
= ∫

𝑖 𝑅𝑒𝑖𝑡 𝑑𝑡

𝑅𝑒𝑖𝑡⬚
= 𝑖 ∫ 𝑑𝑡 = 2𝜋𝑖

2𝜋

0

2𝜋

0
. 

2-Teorema. Agar )(zf  funksiya   egri chiziqda berilgan va uzluksiz,   egri 

chiziq ushbu )()(  = ttzz  tenglama bilan berilgan bo'lib, 0)(' tz  bo'lsa, u 

holda 

∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝛾

= ∫ 𝑓[|𝑧(𝑡)|]
𝛽

𝛼

⋅ 𝑧′(𝑡)𝑑𝑡 (5) 

bo'ladi. 
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Kompleks analizda sohaning chegarasi bo’yicha olingan integrallar muhim rol 

o’ynaydi. Faraz qilaylik, D  soha chegarasi chekli dona yopiq to’g’rilanuvchi Jordan 

chiziqlaridan iborat bo’lsin. 

2-Ta’rif. Agar )(zf  funksiya D  sohaning chegarasi D da uzluksiz bo’lsa, u 

holda D  bo’yicha musbat yo’nalishda )(zf  funksiyadan olingan integral deb, D  ni 

tashkil etuvchi barcha chiziqlar bo’yicha )(zf dan olingan integrallarning yig’indisiga 

aytiladi: 

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝜕𝐷

= ∑ ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
Г𝑘

𝑛−1
𝑘=0 , 

bu yerda 
k

Ã -chiziqlardagi integrallash yo’nalish shunaqaki, shu yo’nalish 

bo’ylab harakat qilganda soha chap tomonda qoladi. 

Agar )(zfw =  funksiya chekli va bir bog’lamli G  sohada analitik bo’lsa, u holda 

G  sohada yotuvchi ixtiyoriy yopiq bo’lakli-silliq C  chiziq bo’yicha )(zf  funksiyadan 

olingan integral 0  ga teng, ya’ni 

 =
C

dzzf 0)( . 

2-Misol. Ushbu 𝐼𝑛 = ∫ (𝑧 − 𝑎)
𝑛𝑑𝑧

𝛾
(𝑛 −butun son) 

integralni hisoblang, bunda }0,:{ =−=  azCz  aylanadan iborat (yo'nalish 

soat strelkasining yo’nalishiga qarama-qarshi olingan). 

Yechish.   aylananing tenglamasini quyidagi )20()(  +== teatzz it
 

ko'rinishida yozib olamiz. Unda dteieaddz itit =+=  )(  bo'lib, (5)-formulaga ko'ra 

𝐼𝑛 = ∫ (𝑧 − 𝑎)
𝑛𝑑𝑧

𝛾
= 𝑖𝜌𝑛+1 ∫ 𝑒𝑖𝑡(𝑛+1)𝑑𝑡

2𝜋

0
bo'ladi. 

Agar 1−n  bo'lsa, 𝐼𝑛 = 𝑖𝜌
𝑛+1 ∫ 𝑒𝑖𝑡(𝑛+1)𝑑𝑡

2𝜋

0
= 𝑖𝜌𝑛+1 ⋅

𝑒𝑖𝑡(𝑛+1)

𝑖(𝑛+1)
|⬚0

2𝜋 = 0 

bo'ladi. Agar 1−=n  bo'lsa 𝐼−1 = 𝑖 ∫ 𝑑𝑡 = 2𝜋𝑖
2𝜋

0
 

bo'ladi. Demak, 

∫(𝑧 − 𝑎)𝑛𝑑𝑧
𝛾

= ∫ (𝑧 − 𝑎)𝑛𝑑𝑧 = {
0, агар𝑛 ≠ −1булса
2𝜋𝑖, агар𝑛 = −1булса|𝑧−𝑎|=𝜌

 

3-Misol: Ushbu 
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∫
sin 𝑧

𝑧2 + 4
𝑑𝑧

⬚

𝛾

 

integralni hisoblang, bunda 

𝛾 = {𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 𝜖 𝐶𝑧 ∶  𝑥
2 + 𝑦2 + 6𝑦 = 0} 

yopiq chiziqdan iborat. 

 

Yechish. Ravshanki, 𝑥2 + 𝑦2 + 6𝑦 = 0 ⟹ 𝑥2 + 𝑦2 + 2 ∙ 3𝑦 + 9 − 9 = 0 ⟹ 

𝑥2 + (𝑦 + 3)2 = 32 ⟹ |𝑧 + 3𝑖| = 3 

Demak, 𝛾 = {𝑧𝜖𝐶𝑧 : |𝑧 + 3𝑖| = 3}  bu aylana bilan chegaralangan sohani – 

doirani D deylik: 𝐷 = {𝑧𝜖𝐶𝑧 : |𝑧 + 3𝑖| < 3}. 

Agar 𝑓(𝑧) =
sin 𝑧

𝑧−2𝑖
 deyilsa, unda berilgan integral quyidagicha 

∫
sin 𝑧

𝑧2 + 4
𝑑𝑧

⬚

𝛾

= ∫
𝑓(𝑧)

𝑧 + 2𝑖
𝑑𝑧

⬚

𝛾

 

bo’ladi. 

𝑓(𝑧) funksiya 𝐷̅  da golomorf bo’lgani uchun Koshining integral formulasiga 

muvofiq 

1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝑧)

𝑧 + 2𝑖
𝑑𝑧 = 𝑓(−2𝑖).

⬚

𝛾

 

bo’ladi. Keyingi tenglikdan topamiz: 

∫
𝑓(𝑧)

𝑧 + 2𝑖
𝑑𝑧

⬚

𝛾

= −2𝜋𝑖 ∙ 𝑓(−2𝑖) = 2𝜋𝑖
sin(−2𝑖)

−2𝑖 − 2𝑖
= 

=
𝜋

2
sin(2𝑖) =

𝜋

2
𝑖 ∙ 𝑠ℎ2 

Demak, 

∫
sin 𝑧

𝑧2 + 4
𝑑𝑧

⬚

𝛾

=
𝜋

2
𝑖 ∙ 𝑠ℎ2 
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