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Annotatsiya Bu ish asosan kompleks o’zgaruvchili funksiyalarni integrallashni
o’rganishdan iborat bo’lib, dastlab kompleks o’zgaruvchili funksiya integrali
tushunchasiga tariflar berilgan va ushbu tariflarga doir bir nechta misollar ishlab
ko’rsatilgan.

Kalit so’zlar: To’g’rilanuvchi chiziq, uzluksiz funksiya, silliq chizig, soha,
Jordan chiziglari, golomorf.

Abstract: This work mainly consists of studying the integration of functions
with complex variables, and at first, tariffs are given to the concept of integration of
functions with complex variables, and several examples of these tariffs are shown.

Key words: Rectifying line, continuous function, smooth line, sphere, Jordan
lines, holomorph.

Tekislikdagi  to’g’rilanuvchi chizigda w= f(z) bir giymatli funksiya berilgan
bo’lsin. I chizigning boshlang’ich « nugtasidan oxirgi g nugtasiga garab uzluksiz
harakat gilinganda ketma-ket uchraydigan Va = z, z4, ..., z, = B nugtalarni olamiz

va quyidagi integral yig’indini tuzamiz:

PNICDICRETARCE
k=0

A chizigning z, va z,,, nugtalarini tutashtiruvchi gismini s, ,uning uzunligini

esa dS, bilan belgilaymiz.
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B

Zp-1
21

1-chizma

Zn A

1-Ta’rif. Agar maxd S, — 0 da (1) yig’indi {z, };-, nugtalarning tanlanishiga
0<ksn-1

bog’liq bo’Imagan holda aniq chekli limitga intilsa, u holda f(z) funksiya r chiziq
bo’yicha integrallanuvchi deyiladi. Bu limitning qiymatiga f(z) funksiyaning r
chiziq bo’yicha integrali deb ataladi va u

jr f@ydz= lim > fa) e -2
k=0

max dSi—0
0<k=n-1 =

kabi belgilanadi.

1-Teorema. Agar f(z) funksiya r to’g’rilanuvchi chiziqda uzluksiz bo’lsa, u

holda | f(z)dz integral mavjuddir.

Isbot. Buning uchun quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
Zi = X + W, f(21) = ulxr, yi) + 00, yi) = Wy + vy,
AZk =Zky1 — Zg = Axk + lAyk

U holda (1) yig’indi quyidagicha ifodalanadi.
n—-1 n—1
D F 0@ =20 = ) e + 1) Ay + idyy) =
k=0 k=0

= Yrco(Wedxy — vidyy) + i XZo(vedxy + wedyy) (2).

Bu (2) ifodaning haqgigiy gismi va mavhum qismining koeffisenti hagiqiy
analizda o’rganilgan frP(x, y)dx + Q(x,y)dy ko’rinishdagi ikkinchi tur egri chizigli
integrallarning integral yig’indilaridir. Agar P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar r
to’g’rilanuvchi chiziqda uzluksiz bo’lsa, u holda bunday integral mavjuddir. Teorema
shartiga ko’ra u(x,y) va v(x,y) funksiyalar to’g’rilanuvchi r chizigda uzluksiz

bo’lganligi uchun bu yerdan max d S, — 0 da (2) tenglikning o’ng tomonidagi har
0<k=n-1
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intilishi kelib chigadi. Demak, (2) ning chap tomoni ham aniqg chekli limitga ega va
bu limit quyidagiga teng:

J.f(@)dz = [(udx —vdy) +i [,vdx +udy (3).

1-teorema isbot bo’ldi.

Integralni hisoblash.(3) formula quyidagicha yozilsa yaxshi esda saglanadi:

J.f(@dz = [(u+iv)(dx +idy) (3").

Bu integralni hisoblash magsadida 7 chizigni sillig va z=z(t),(a<t<h)
tenglamaga ega desak,(3') dan quyidagiga ega bo’lamiz:

b

b
fr f(2)dz = j lz(®)] + wlzODE @) + iy’ (O}t = j flz®] 2 (Ddt =

a
b / . b /
= J, Re{flz®O]z'(®O}dt + i [, Im{ f[z()]z' ()}dt (4).
(4) formulaga ko’ra kompleks funksiya integralini hisoblash masalasi haqiqgiy
funksiyalarning odatdagi aniq integrallarini hisoblashga keltirilar ekan.
dz
1-Misol. j ~a integral hisoblansin. Bu yerda |z—a]=R aylana soat
|z-a]=R & —
strelkasiga teskari yo’nalishda o’tiladi.
Yechish. Aylana sillig chizig bo’lib, uning parametrik tenglamasi

z=a+Re",(0<t<27) dan iborat.dz = z'(t)dt =iRe" dt bo’lganligidan (4) ga asosan

, 2w ,
o emr =1iJ, dt=2mi.

f dz f2niReitdt_
|z—a|=R z—a

2-Teorema. Agar f(z) funksiya y egri chiziqda berilgan va uzluksiz, y egri
chizig ushbu z=z@t) (a<t<p) tenglama bilan berilgan bo'lib, z't)=0 bo'lsa, u
holda

B
j f(2)dz = j 21 - 2 @©)de (5)
% a

bo'ladi.
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Kompleks analizda sohaning chegarasi bo’yicha olingan integrallar muhim rol
o’ynaydi. Faraz gilaylik, D soha chegarasi chekli dona yopiq to’g’rilanuvchi Jordan
chiziglaridan iborat bo’Isin.

2-Ta’rif. Agar f(z) funksiya D sohaning chegarasi oD da uzluksiz bo’lsa, u
holda oD bo’yicha musbat yo’nalishda f(z) funksiyadan olingan integral deb, éD ni
tashkil etuvchi barcha chiziglar bo’yicha f(z)dan olingan integrallarning yig’indisiga
aytiladi:

Jop f@dz = T34 [, f(2)dz,

bu yerda A, -chiziglardagi integrallash yo’nalish shunagaki, shu yo’nalish

bo’ylab harakat gilganda soha chap tomonda goladi.

Agar w= f(z) funksiya chekli va bir bog’lamli G sohada analitik bo’Isa, u holda
G sohada yotuvchi ixtiyoriy yopiq bo’lakli-silliq C chizigq bo’yicha f(z) funksiyadan
olingan integral 0 ga teng, ya’ni

[ f(2)dz=0.

C

2-Misol. Ushbu I, = fy(z — a)"dz (n —butun son)

integralni hisoblang, bunda y={zeC:|z-a|]=p, p>0} aylanadan iborat (yo'nalish
soat strelkasining yo’nalishiga garama-garshi olingan).

Yechish. y aylananing tenglamasini quyidagi z=z(t)=a+p-e" (0<t<2x)
ko'rinishida yozib olamiz. Undadz=d(a+p-e")=ip-e"dt bo'lib, (5)-formulaga ko'ra

Iy = [ (z = a)dz = ip™1 [[™ e+ Ddtbo'ladi.

' on+l (27 it(n+1 - 1 €D o
Agar n=-1 bo'lsa, I,, = ip™ fo et Dt = jpn -mk...so =0

bo'ladi. Agar n=-1bo'lsal_; = ifozn dt = 2mi

bo'ladi. Demak,

(z — a)"dz = (z— a)dz = {0, arapn # —16yJca
y Iz—al=p 2mi,arapn = —16yJca

3-Misol: Ushbu
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integralni hisoblang, bunda
y={z=x+iyeC,: x> +y?>+6y =0}
yopiq chizigdan iborat.

Yechish. Ravshanki, x> + y? + 6y =0=x%2+y?+2:3y+9-9=0 =
x2+(y+3)?2=32=|z+3i|=3
Demak, y = {zeC,: |z + 3i] = 3} bu aylana bilan chegaralangan sohani —
doirani D deylik: D = {zeC,: |z + 3i| < 3}.
Agar f(z) = % deyilsa, unda berilgan integral quyidagicha

SinZ ..... Z
[(an g[S,
y zZ“ + y Z+ 21
bo’ladi.
f(z) funksiya D da golomorf bo’lgani uchun Koshining integral formulasiga
muvofiq
1 i f(Z) .
2mi J, z+2idz_f(_21)'
bo’ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
“fl@ L sin(=20) _
) Z+2idz_ 2mi - f(—2i) _2m—2i—2i =
— 7-[ . (2 .) _ 7-[ . h2
= 2Sll‘l l —21 S
Demak,
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